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UN MODELO DE EQUILIBRIO GENERAL DE IMPOSICION
LINEAL OPTIMA

Rosario GOMEZ*

Universidad Auténoma de Barcelona

El articulo pionero de M. Feldstein (1973) analiza la imposicion lineal dptima sobre la renta en un
modelo de equilibrio general, considerando dos tipos de trabajo como inputs diferentes en la produc-
cidn de un vnico bien. Posteriormente, F. Allen (1982) continia esta linea generalizando los supues-
tos sobre funciones de utilidad y de produccién ast como sobre el mimero de trabajadores de cada tipo
en la economia. En ¢l presente articulo se hace un especial énfasis en el papel de la escasez y producti-
vidades diferenciales de los trabajadores de cara a la obtencién de cualguier resultado de equilibrio
general, llegdndose a la conclusion principal de que son estas caracteristicas de los trabajadores en el
mercado las que determinan todos los resultados, incluidos los referentes a progresividad dptima.

1. Introduccion

Segun el Primer Teorema Fundamental del Bienestar, todo equilibrio compe-
titivo es Pareto 6ptimo. Sin embargo, esta asignacion eficiente puede ser pro-
fundamente injusta o desigual si nos atenemos a algun criterio de bienestar
social, ya que el equilibrio competitivo conserva la estructura de propiedad y
la distribucion de renta iniciales. De esta forma, la sociedad en conjunto
puede preferir otras asignaciones al equilibrio competitivo, si bien es deseable
conservar la cualidad de eficiencia en el sentido de Pareto.

El Segundo Teorema Fundamental del Bienestar nos abre una puerta en este
camino al establecer que toda asignacién Pareto 6ptima puede ser alcanzada
como un equilibrio competitivo si se realiza la oportuna reasignacién de
recursos iniciales. Asi, si existe algiin organismo que recoja las preferencias de
la sociedad, que a su vez ostente facultades de imposicion, llamémosle
Gobierno, éste es capaz de llevar a la economia a cualquier asignacién efi-
ciente deseada por la sociedad. Para ello basta establecer de forma imperativa
la adecuada reasignacion de recursos iniciales.

Sin embargo, los recursos pueden ser no transferibles de forma directa, en
cuyo caso, aun es posible recurrir a la revisién de Pigou del Segundo Teorema
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Analisis Econémico en la Universidad Auténoma de Barcelona. Quisiera mostrar mi
mas sincero agradecimiento a Joan M. Esteban, cuyas lineas directrices asf como sus
valiosos comentarios han hecho posible este trabajo. No obstante cualquier error es
exclusivamente responsabilidad del autor.
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Fundamental del Bienestar, segun la cual, se puede implementar cualquier
solucién eficiente en el sentido de Pareto a través de un sistema adecuado de
impuestos de capitacion (lump-sum), es decir, mediante transferencias positi-
vas o negativas de renta de unos individuos a otros. De esta forma, los
impuestos de capitaciéon constituyen un vehiculo alternativo a la redistribu-
cion directa de recursos iniciales para alcanzar asignaciones eficientes preferi-
das por la sociedad al equilibrio competitivo.

Existe, no obstante, un problema para calcular el sistema 6ptimo de impues-
tos de capitacién, va que es necesaria toda una informacién detallada por
parte del Gobierno, referida a caracteristicas muy especificas de los agentes,
los cuales, individualmente, pueden tener incentivos a no revelar. Es conve-
niente, por tanto, admitir que la informacién del Gobierno es incompleta v
que solo son observables ciertas caracteristicas de los individuos. En este con-
texto de informacién incompleta e imposibilidad de aplicar en la practica el
sistema adecuado de impuestos de capitacion surge, pues, la necesidad de
disefiar algin mecanismo que permita a la sociedad alcanzar soluciones mas
justas, de acuerdo con unas preferencias, al equilibrio competitivo. Hay,
desde luego, varias posibilidades en el area impositiva para lograr los objeti-
vos sociales, si bien por una parte dichas posibilidades no son vehiculos susti-
tutos, en general, para alcanzar una solucién prefijada, es decir, cada objetivo
social puede requerir de un mecanismo especifico, y por otra parte, las solu-
ciones que estos esquemas de impuestos pueden implementar pertenecen a la
linea de dptimos subsidiarios o de segundo orden (second-best), es decir, es
posible obtener ganancias de bienestar a través de los impuestos pero ha de
ser a costa de una pérdida de eficiencia.

El impuesto sobre la renta, al que dedicaremos este trabajo y en especial al
impuesto lineal sobre la renta, es uno de estos mecanismos disponibles por el
Gobierno para alcanzar objetivos distributivos. El requisito fundamental que
ha de verificarse para su aplicacion es que el Gobierno puede observar las
rentas individuales de cada agente, si bien no es necesario conocer productivi-
dades, ofertas de trabajo o las cantidades de bienes poseidos por los indivi-
duos. Este impuesto, como todos los demas existentes en un mundo de
informacion incompleta, sélo es capaz de alcanzar un conjunto limitado de
asignaciones, algunas de las cuales, podrian ser preferibles socialmente al
equilibrio competitivo. Sin embargo, las soluciones posibles no seran eficien-
tes en el sentido de Pareto, esto es, seran soluciones inferiores a la que se
alcanzaria a través de un adecuado sistema de impuestos de capitacion.

El impuesto sobre la renta ha sido el centro de una abundante literatura,

sobre todo a partir de 1970, si bien podemos distinguir dos lineas de
investigacion:

1) La linea seguida por Mirrlees, Atkinson, Sheshinski, etc., en la que se
supone la existencia de un tnico factor de produccién homogéneo en la eco-
nomia y que los salarios son constantes. Estos trabajos hacen hincapié en el

efecto distorsionante del impuesto sobre la renta en las ofertas de trabajo
individuales.
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2) Los articulos de Feldstein, Allen, etc., en los cuales se supone explicita-
mente que coexisten diversos tipos de trabajo que intervienen en el proceso
productivo como inputs diferentes. Por otra parte, en esta linea se hace espe-
cial énfasis en los resultados de equilibrio general y en el efecto del impuesto
sobre los salarios brutos.

El objetivo de este trabajo es ampliar el marco de posibilidades en el que se
desarrolla la Teoria del Impuesto sobre la renta, introduciendo supuestos y
situaciones poco explorados por el momento y que permiten obtener resulta-
dos diferentes en algunos casos sobre materias estudiadas ya con anteriori-
dad. Concretamente, especificaremos un modelo de equilibrio general en el
que daremos un papel protagonista a la escasez relativa de los distintos tipos
de trabajo utilizados como inputs en la funcién de produccion de la economia.
Este ha sido un problema muy poco tratado hasta ahora, ya que la mayoria de
trabajos realizados en un marco de equilibrio general han centrado su aten-
ciéon en la productividad relativa de los diferentes tipos de trabajo asf como en
las diversas formas funcionales empleadas, con el proposito de obtener con-
clusiones sobre la progresividad optima del impuesto y la subsiguiente redis-
tribucién de la renta. El presente trabajo, si bien se sitiia en esta linea de
investigacion, introduce la nocion de escasez relativa de los distintos tipos de
trabajo, nocién que determina, como veremos, todos los resultados redistri-
butivos y de equilibrio general. Ello se hace mediante un ejemplo, que como
tal, no carece de limitaciones en cuanto a la obtencién de resultados que
gocen de generalidad, pero nuestro propésito es introducir la discusion y dar
pie a estudios posteriores que tengan en cuenta y subsanen las deficiencias del
actual trabajo.

Nuestro estudio se basa en el articulo de Allen, al especificar un modelo de
equilibrio general con dos tipos de trabajo y diferentes nimeros de trabajado-
res con lo que la idea de escasez se presentara explicitamente. El modelo se
basara en funciones concretas con lo que por una parte es preciso asumir toda
una serie de limitaciones referidas a la posible generalidad de los resultados
alcanzados pero por otra parte nos permitird observar qué consecuencias tie-
nen las caracteristicas especificadas sobre los trabajadores en cuanto a su pro-
ductividad y namero relativo de cara a las conclusiones sobre progresividad
6ptima. Ademas, al establecer condiciones precisas sobre las funciones indivi-
duales de utilidad podremos asegurar la existencia de solucién al equilibrio
general asi como una configuracién concreta del tipo marginal impositivo
6ptimo.

El resto del estudio se estructura como sigue: en la segunda parte introducire-
mos el tema de la escasez relativa en relacién a los diferentes tipos de trabajo
existentes en la economia y analizaremos algunos aspectos sobre distribucién
de la renta; en la tercera parte resolveremos un ejemplo de equilibrio general
sobre la base de los resultados obtenidos en la parte anterior asi como realiza-
remos ejercicios de estatica comparativa; por ultimo, en la parte cuarta
comentaremos las limitaciones y problemas subyacentes en el estudio que
ocupa el lugar central del trabajo asi como las conclusiones alcanzadas.
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2. Distribucién de la renta, productividad y escasez

El objetivo de este trabajo es la presentacion de un modelo de equilibrio
general donde se haga especial énfasis en el papel que juega la escasez relativa
de los factores que intervienen en la produccion. Para ello, especificaremos
una funcién de produccién, concretamente una funcion Cobb-Douglas con
rendimientos constantes a escala.

En esta seccién introduciremos los conceptos de escasez, sustituibilidad y
productividad relativas de los factores productivos que utilizaremos en el
resto del trabajo. Por otra parte, veremos que, bajo nuestros supuestos, los
resultados que se derivan sobre distribuciéon de la renta dependen casi exclu-
sivamente de la representacion tecnolégica y no de las variables que se deter-
minan endégenamente en el equilibrio general.

Supongamos que en la produccién intervienen dos tipos de trabajo, trabajo
de tipo 1 y trabajo de tipo 2. Hay N, trabajadores de tipo 1 y N, trabajadores
de tipo 2, donde N, (X 100) y N, (X 100) son las proporciones relativas de
cada tipo de trabajo en el total de poblacion asalariada.

Supongamos, por otra parte, que se produce un tnico bien, bajo la funcién
de produccién:

Y= (NA) (N Ay)' ™ (1]

donde Y es la produccion agregada y N;A; (i = 1,2) es el total de tiempo de tra-
bajo de tipo i utilizado en la produccién. El pardmetro a es positivo y menor
que uno. ’

Supongamos que en la economia hay competencia perfecta, de forma que las
empresas igualaran los salarios a las productividades marginales de cada tipo
de trabajo:

Y

wy = _SW = a(NA)™ (NoAy)! ™ [2]
w ‘—‘L:(l —a) (N A\ N}\.g;“
2 8]\[2)\'2 1 1) ( 2 ) [3]

Un concepto importante es el de sustituibilidad de ambos tipos de trabajo en
la produccién. Un cambio en el salario relativo repercutira en las cantidades
empleadas por las empresas de uno y otro tipo de trabajo, en la medida en
que éstos sean sustituibles. La elasticidad de sustitucién nos indica el cambio
porcentual en la cantidad relativa de trabajo utilizada ante un cambio porcen-
tual en el salario relativo. En el caso de la tecnologia Cobb-Douglas con rendi-
mientos constantes, dicha elasticidad es unitaria, lo cual tendra importantes
consecuencias de cara a analizar los efectos de una mayor progresividad
del impuesto.

Por otra parte el trabajo de tipo 1 presentard una mayor productividad margi-
nal que el trabajo de tipo 2 si y sélo si:
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a_, (1 —a)
Nl}\'l N2;VZ

es decir, la productividad marginal relativa no s6lo depende del parametro a
sino también de las cantidades utilizadas de cada factor. Sin embargo, cuando
se utilizan iguales cantidades de ambos tipos de trabajo, N,A; = N,\,, el sala-
rio percibido por un trabajador del primer tipo serd mayor si y sélo si
a>(1 — a). El cociente a¢/(1 — a) nos indica, entonces, la productividad margi-
nal relativa cuando se emplean iguales cantidades de cada tipo de trabajo. En
este sentido, nosotros diremos que el trabajo de tipo 1 es mas productivo
sia>(1l —a).

Por otra parte, en la produccién se estara utilizando mayor cantidad de tra-
bajo 1 si se verifica que N\, > NgA,, asi, la escasez de un tipo de trabajo
depende del niumero de trabajadores pero también de las ofertas individuales
de trabajo. Si todos los agentes tienen iguales preferencias sobre ocio y con-
sumo y los salarios coinciden, entonces A; = A,. En este caso, las cantidades N,
y N, seran indicadores de la escasez relativa de cada tipo de trabajo. En lo que
sigue, y por conveniencia, concluiremos que el trabajo de tipo 2 es escaso si
N, >N, y el cociente Ni/N, nos medir la escasez relativa de cada factor.

De la especificacién de la tecnologia elegida se obtienen las siguientes
propiedades:

wh __a
Y N,
UJQ)\,g _ l1—a
Y A (4]

donde se han utilizado [2] y [3]. Asi, la posicion de un trabajador en el mer-
cado y su participacion salarial en la produccién dependen de su productivi-
dad y escasez relativas, factores que, gracias a la propiedad de la funcién
Cobb-Douglas, recogida en [4], podemos resumir en un tinico parametro, p;,
para cada tipo de trabajador. ‘

Definimos, entonces, p; y p. como a/N, y (1 — a)/N, respectivamente. Por
tanto, si p; > Py, cada trabajador de tipo 1 ostenta una ventaja en cuanto a su
posicion en el mercado, frente a todos los trabajadores de tipo 2.

Dividiendo las expresiones de [4] se deduce:

wh _ alN, _ p

woky (1—a)/Ny B P2 (4]

siendo p; (i = 1, 2) la relacién productividad-escasez del tipo de trabajo .
Entonces, p,/p; determina la distribucion de la renta de la economia antes de
impuestos. Segun esta propiedad, los trabajadores del primer tipo percibiran
mayores ingresos salariales antes de impuestos si y s6lo s1 p; > py, €s decir, si
obtienen una ventaja neta, debida a su factor productividad-escasez, en la uti-
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lizacion de su trabajo, dada la tecnologia. Conviene notar que tradicional-
mente se ha asociado mavor renta a mayor productividad, sin embargo,
cuando se introduce la nocién de escasez relativa, esta argumentacion se
vuelve ambigua: es posible que, por ejemplo, los trabajadores de tipo 1 sean
mas productivos, 2 > 1 — a, pero ocurra que perciben menos renta. Basta que
el trabajo de tipo 2 sea lo suficientemente escaso. Ahora, la renta depende
positivamente de la productividad, pero depende negativamente de la abun-
dancia'. La conjuncién de ambas caracteristicas determinara la distribuciéon
de renta entre los trabajadores.

Veamos, seguidamente, qué conclusiones pueden obtenerse respecto a las
rentas después de impuestos. Si se cumple la restriccién presupuestaria del
Gobierno, el cual no atiende ningtin tipo de gasto fijo y establece un impuesto
lineal, se verificara:

—a+ (1= B) (Nyw, Ay + Nywghy) = 0 6]

Bajo los supuestos de rendimientos constantes a escala y competencia per-
fecta se obdene: -

Y= Nw A + Nows A,y (7]

es decir, el valor de la produccién es igual a su coste y los beneficios empresa-
riales son cero. La restriccion presupuestaria del Gobierno puede escribirse
entonces:

a=(1-B)Y (8]

Por su parte, si las rentas de cada tipo de trabajador antes de impuestos son
w;A;, entonces las rentas netas de impuestos son:

yi=wh+a—(1-Bwh = (1 —PY+ BYp
woky + @ = (1 = Bwede = (1 = B)Y + BYp, (9]

il

Yo

Dividiendo ambas expresiones:

9 _ _(1—B)+Bpy
v (1-B)+ B 1ol

asi, y, 2y, si y s6lo si p; 2 ps, que es la condicion también recogida en [5]. Esto
quiere decir que cualquiera que sea el impuesto, mientras subsista una ven-
taja neta en productividad-escasez de un tipo de trabajo en relacién al otro, la
tecnologia de produccién le otorgara una mejor posicién en renta.

Desde otro punto de vista, la expresién [10] implica que un impuesto progre-
sivo no logrard nunca cambiar la relacién de rentas que existia antes del

' Este hecho puede constatarse en multiples ejemplos. Asi, algunos colectivos profesio-
nales (notarios, Agentes de cambio y bolsa, ...) establecen «barreras» a la entrada (fuer-
tes examenes de oposicién) en sus colectivos, las cuales les permiten seguir disfru-
tando de una escasez relativa en el mercado y por tanto, de unos mayores ingresos.
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impuesto. Llegados a este punto, cabe preguntarse si, al menos, un impuesto
progresivo redistribuira renta, si reducira las diferencias iniciales. Efectiva-
mente:

8%;— Pr— P
88 [(1—B)+ Bps 1

si p, > Py, un aumento del tipo impositivo marginal hara disminuir y,/y,, es
decir, dado que ¥, >y, la diferencia se reducira. Por el contrario, si p, < py,
entonces, ¥, < ¥, ¥ la derivada es negativa, por lo que mayor progresividad sig-
nifica que los.trabajadores de tipo 1 seran menos pobres.

En esta seccion hemos visto que el factor productividad-escasez determina la
distribucién de renta de la economia antes y después de impuestos, asi como
que un impuesto sobre la renta puede constituir un vehiculo eficaz para redis-
tribuir recursos. Pero insistimos en que estos resultados dependen fundamen-
talmente de la representacion de la tecnologia, por lo que no son extensibles
con generalidad.

3. Un ejemplo de equilibrio general

En esta seccion veremos un ejemplo de equilibrio general en el que utilizare-
mos los conceptos de escasez y productividad introducidos en la seccion ante-
rior, asi como los resultados alcanzados en dicha parte del trabajo. Ademas,
utilizaremos el analisis para lograr nuevas conclusiones referentes al equili-
brio general y a la progresividad 6ptima del impuesto.

Supongamos que en la economia existen dos tipos de trabajadores y un anico
bien de consumo. Los trabajadores aparecen clasificados como de tipo 1 y de
dpo 2, cuyo numero es N, y N, respectivamente, de forma que N, + N, = 1.

Los trabajadores maximizan la misma funcién, que suponemos logaritmico-
lineal:

ueoh)=le+m(1—x) i=1,2 [12]

siendo ¢; el consumo individual de un trabajador de tipo i, A; la oferta indivi-
dual de trabajo de un agente tipo i, y la unidad, el maximo posible de oferta
de trabajo por persona. Esta funcion de utilidad individual es continua y dife-
renciable bajo la restriccion de consumo individual positivo y oferta de tra-
bajo positiva y acotada superiormente por la unidad. Ademas, satisface:

du du .
rd <O i=1,2
2 2

Yu_ & o i=1,2

8¢ BN
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Por lo tanto, la utilidad marginal del consumo es positiva y decreciente, mien-
tras que la utilidad marginal del trabajo es negativa y también decreciente.

El Gobierno fija un impuesto lineal sobre la renta de los trabajadores, que
procede unicamente de los ingresos salariales.

Sea w, el salario por unidad de tiempo trabajada de un agente de tipo ¢, que el
agente considera como dado, y t; el impuesto individual soportado por un tra-
bajador de tipo i. La renta individual antes de impuestos de cada tipo de
agente sera R; = w;A; y su renta disponible, después de impuestos, y; = R; —
- L= + Bw,)\., ya que ;= —a + (1 - B)w,)\.,

El impuesto es puramente redistributivo, cumpliéndose la condicién de
recaudacion nula por parte del Gobierno, es decir:

a=(1—=B)(Niw A + NowyAy) [13]

Con la restriccién de que el consumo individual igualara a la renta después de
impuestos, el problema tpico de un trabajador de tipo i puede formularse
asf:

Max. u(c, M) = In¢; +in(l — A;) [14]
sa =y =a+ Bwh

donde hemos normalizado el precio del bien de consumo por la unidad.

Resolviendo por el método de Lagrange se obtiene la siguiente condicién de
primer orden:

du du
Sxi +Bw, 8(],» =0 [15]

De las expresiones [14] y [15] se desprenden las demandas individuales de
consumo para cada tipo de agente, asi como las ofertas de trabajo:

_ a + ﬁw,-
G=—p [16]
_ Bwi—a
A= s [17]
Por su parte, la relacién consumo-ocio sera:
C; _
o " Bw [18]

cuanto mayor sea Bw;, el salario después de impuestos, mayor sera la relacion
consumo-ocio, es decir, habra un estimulo adicional al trabajo en detrimento
del ocio.
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La elasticidad de sustitucion entre ocio y consumo sera:

@ 1
e—S A wm
s L _a 1ol
w; ]—)\-,

asi, un cambio porcentual en los precios relativos produce un cambio porcen-
tual igual y de signo opuesto en la relacién consumo-ocio.

Supongamos, por otra parte, una economia competitiva cuya tecnologia apa-
rece representada por una funcién Cobb-Douglas de rendimientos constantes
a escala:

Y= (Nihy)" (Nado)'™ [20]

donde Y es la produccién agregada del bien de consumo y N;A; es la cantidad
de trabajo de tipo i utilizada en la produccioén.

La economia, en conjunto, minimiza costes, siendo las demandas condicio-
nadas de factores:

NA = [ﬁ] Y (21]
— aw, -
NQ)\Q-[ = ] Y (22]

Dividiendo ambas expresiones se obtiene:

Nl)"l - AWy
NoAy (1—a)w,

(23]

es decir, la demanda relativa de trabajo por parte de las empresas es inversa-
mente proporcional al salario relativo.

Bajo el supuesto de competencia perfecta, sabemos que las empresas igualan
los salarios a las respectivas productividades marginales, de forma que el
beneficio agregado de la economia sera nulo. Teniendo esto en cuenta, y utili-
zando las propiedades de la tecnologia Cobb-Douglas, calculemos las canti-
dades de trabajo individuales, la produccién derivada, asi como los consumos
y los salarios de equilibrio.

_ Bps
M= BB+ (1-B) 24
A= Bps (25]

"~ 2Bps + (1-B)
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Ba’(1—a)'~* [Bpi+(1—B))

@ T2Bp HI-B)F (2B H(I-B) [26]
.= Ba’(1—a)'~ [Bp,+(1—B)] -
27 T [2BpiH(1-B)F [2Bp.t(1-B)]
_ a*(1=a)' B
= [2Bp,+(1—B)]" [2Bp+(1 —B)]' ™ (28]
_ _a'(l—a)~[2Bp+(1—B)'
“ (280, (1=B) 129]
o _e(1=e) (2B +(1=B)| a0

(2Bpo+(1—B) ™
donde todas las expresiones de equilibrio dependen de la especificacion defi-
nitiva del impuesto.

Calculemos seguidamente las cantidades de trabajo, consumos y salarios
relativos:

A _ P 2sz+(]"‘ﬁ)
Ay P2 2Bp, +(1—B)

o _ Bpi+(1-P)
Cy Bpat+(1-B)

Wy, _ 2Bp,+(1—B)
Wy 2Bp,+(1—B)

(31]

32]

38]

Sabemos que ¢, 2 ¢y siy sOlo si p, 2 p, ¥ que el efecto de un cambio en B en el
consumo relativo tiene el signo de p, — p,. Por otra parte, es facil demostrar
que en equilibrio, A, 2 A, siy solo si p, 2 p,. Ademas, un aumento de B tiene un
impacto negativo en el trabajo individual relativo si y sélo si se verifica igual
condiciéon. Por altimo, w, 2w, siy sélo si se cumple que p, > p,. Lo mismo ha
de verificarse para que la derivada del salario relativo respecto a B sea positiva.
Por tanto, se obtiene el siguiente resultado:

Sipi2zp, 4j=1,2 i#jentonces:
62
A2
w; 2 W,
Sw; /820
Sw; /8B <0
d(ci/c) /8B<0
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S(A,/A) /8B >0
S(w, lw,) /8B >0 |34]

El anterior resultado puede expresarse de forma alternativa si tenemos en
cuenta una propiedad de la funcion de produccién Cobb-Douglas con rendi-
mientos constantes a escala bajo el supuesto de competencia perfecta. Segun
esta propiedad, el beneficio agregado es nulo, esto es:

Y = Ny Ay + Nywyhy 35]
Dividiendo por ¥ obtenemos:
1 = N\(a/N,) + Ny|(1—a)}/N,} = N,p, + N,p, [36]

Despejando p,, por ejemplo:

_ 1=Nupy
=y Eld
Asi, si p, 21 se verificara:
1—N
1=Nopp2 Niy 2, 38]
2

Como hemos definido N, + N, = 1, se obtiene que si p, 2 1, entonces:

1—N, N,
—_—_— = =1 2 39
N, N P 1391

Igualmente, si p, 2 1, entonces p; < 1.

Por tanto, podemos reformular nuevamente el resultado [34] de la siguien-
te forma:

Sip21,i=1,2;:#] entonces:
€2 ¢
A2 A
w; 2w,
S, / SB20
dw; /8B <0
S(ci le;)/ S 20
S\ /N8B0
S (w; hw))/ 8B 2 0 |40]

Segun este resultado, el factor productividad-escasez determina no solo la dis-
tribucién de la renta antes y después de impuestos, sino también las cantida-



398 INVESTIGACIONES ECONOMICAS

des utilizadas de cada tipo de trabajo en el equilibrio, los salarios, asi como el
eéfecto del impuesto en el equilibrio.

Supongamos que p, 2 p;. En este caso, los trabajadores de tipo 1 disfrutan de
una ventaja neta en el factor productividad-escasez respecto al resto de los tra-
bajadores. Ya vimos en la seccion anterior que ello supone el disfrute de una
mayor renta antes y después de impuestos para los consumidores del primer
tipo, dadas las caracteristicas especiales de la tecnologia Cobb-Douglas. En
esta seccion hemos llegado, ademas, al resultado de que esa ventaja neta
determina asi mismo una mayor productividad marginal y una mayor oferta
de trabajo individual en el equilibrio.

Por otra parte, sabemos que en nuestro modelo el impuesto lineal es un
mecanismo eficaz para redistribuir renta entre los trabajadores, de esta for-
ma, en el caso estudiado, p, > p,, la renta relativa, y,/y, = ¢,/¢c, disminuira con
una mayor progresividad (una reducciéon de B). Ahora sabemos también que,
a consecuencia de un mayor tipo marginal, los salarios de los mas ricos se
reduciran, mientras que aumentaran los de los trabajadores pobres. Por
tanto, el salario relativo w,/w,, disminuird con la progresividad, lo que se tra-
ducira en una mayor oferta de trabajo relativa en el nuevo equilibrio. La
cuantia de este cambio depende de la elasticidad de sustitucion entre ambos
tipos de trabajo.

Es facil comprobar que las ofertas individuales de trabajo se reduciran con
una mayor progresividad, sin embargo, el efecto de un cambio del tipo impo-
sitivo marginal es distinto para cada tipo de trabajador. Las elasticidades de
las ofertas individuales de trabajo de tipo 1 y 2, dados los salarios y la produc-
€ién, son respectivamente:

i = (OA/0B) B/A, = Y/[wa—(l"ﬁ) Y]
Mo = (8A/8P) B/A, = Y/ [Bw,—(1—B) Y] (41]

Si w, 2 w,, se deduce que M, <M,. Asi, un cambio en B provocara un mayor
impacto en la oferta de trabajo de equilibrio de los asalariados de tipo 2. Esto
supondra una mayor productividad marginal para esos trabajadores, que
ahora participan en menor grado en la produccién y, por tanto, un salario
mayor. Al contrario ocurrira para los trabajadores de tipo 1. Las diferencias
salariales se reducen con el impuesto, es decir, el impuesto sobre la renta ate-
nia la ventaja neta de productividad-escasez que gozan los trabajadores de
tipo 1.

La cuantia del cambio en las cantidades de trabajo de cada tipo utilizadas en
la produccion de equilibrio depende de la elasticidad de sustitucién entre fac-
tores que, en el caso de la tecnologfa Cobb-Douglas es negativa y unitaria. Si
los dos tipos de trabajo no fuesen sustituibles en algtin grado, un cambio en el
salario relativo no tendria ningin efecto en la oferta de trabajo relativa de
equilibrio. De nuevo comprobamos en qué medida los resultados alcanzados
vienen determinados por la tecnologia utilizada.



UN MODELO DE EQUILIBRIO GENERAL DE IMPOSICION 399

Sabemos que la relacién consumo-ocio de cada tipo de trabajador es la
siguiente:

TET:B“" i=1,2 42]
por tanto, dado el salario w;, el impuesto provoca una distorsion en la eleccién
individual entre ocio y consumo: una mayor progresividad reduce la relacion,
favoreciéndose el ocio en detrimento del consumo. Por otra parte, si p; 2 p,
esta relacion es mayor para los trabajadores de tipo 1, sea cual sea el
impuesto.

La distorsion producida en la eleccidon consumo-ocio individual también
actia via salarios. La elasticidad de sustitucion entre ocio y consumo es nega-
tiva y unitaria. De esta forma, dado el impuesto, un cambio porcentual en el
precio relativo provoca el mismo cambio porcentual en la relacién consumo-
ocio, pero de signo opuesto. Si p, 2 p, sabemos que una mayor progresividad
reduce el salario de los trabajadores de tipo 1, es decir, aumenta el precio rela-
tivo del consumo y ocio, lo que hara menor la relacion individual de estos tra-
bajadores sobre consumo y ocio.

En definitiva, el impuesto sobre la renta actiia sobre.las restricciones presu-
puestarias de ambos tipos de trabajadores. El efecto total de una mayor pro-
gresividad en las decisiones de equilibrio entre ocio y consumo depende del
cambio en el tipo impositivo marginal y del efecto de éste en los salarios.
Dados nuestros supuestos, el impuesto acorta las diferencias individuales
relativas a consumo-ocio, 0 lo que es lo mismo, asemeja las pendientes de las
restricciones presupuestarias, ya que:

Bla/(1=A)] _ o Dw

= 4
55 =Wt B 143]
ademas, teniendo en cuenta [34]:
8w1 SwZ
——> —_
_ sz _ Swl
W Wy > B SB SB [44]

ya que w, 2w, y €l lado derecho de la desigualdad es negativo. De nuevo se
observa cémo el impuesto sobre la renta atenta las diferencias iniciales entre
los trabajadores en cuanto a sus decisiones individuales en equilibrio.

Las conclusiones de esta seccién han versado sobre resultados de equilibrio
general, los cuales dependen fundamentalmente del factor productividad-
escasez relativo, que otorga una ventaja neta a un grupo de trabajadores en
perjuicio del resto. Sin embargo, aun no hemos analizado cuél es la progresi-
vidad 6ptima del impuesto bajo nuestra especificacion particular del modelo.
Ya se ha comentado cémo en los trabajos recientes se concluye una progresi-
vidad é6ptima muy baja del impuesto, debido al intercambio existente entre
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equidad v eficiencia. En nuestro modelo podriamos alcanzar una conclu-
sion parecida.

Supongamos que el Gobierno, siguiendo el criterio de Rawls, maximiza la
utilidad del individuo peor tratado v que los trabajadores tipo 2 son los que
poseen menor utilidad®. El problema del Gobierno, entonces es:

Max. u (e, Ay) = Incy + In (1—Ay)
s.a. a=(I-BY [45]
donde hemos supuesto que la recaudacion total por parte del Gobierno es

cero.

Proposicién 1. La funcion de bienestar social de Rawls presenta, al menos, un
maximo para B €(0,1).

Demostracion.—Sea p,< 1. La funcion de utilidad de un individuo de tipo
2 sera:

wy = lncy + In (1=Ay) = In [cy(1—Ay)) [46]

utilizando {25] v [27] se obtiene:

Ba* (1=a)'~* [Bp,+ (1= B2
[2Bp: + (1-B)l" [2Bp, + (1-B)*

uy = In [47)
Esta funcién es positiva, continua v derivable para 0 < p, <1, p; > 0,0<a<
1,B € (0,1).

El impacto de un cambio en B en la utilidad de un individuo de tipo 2
sera:

Elig_ = L_*_ Q(Pz”l) _ H(pr“l) _ (2_11) (zpi*l) [48]

86 B [BpH(1-B) (2B t(1-B)]  [2Bpat(1—B)]

Evaluemos esta derivada cuando B tiende a cero:

du, 1

88 B0 p B0 T AP DTAZRTY (22 [49]

es decir, la derivada tiende a + cuando f se aproxima a cero.

Calculemos la derivada en = 1:

%lf; gy =1+ 2Tl el a2,
P2 Y P2 P2 (50]
+._l_ n apy + (1—a)py)
2p, 201y

? Puede demostrarse que si B = 1y si p, > p, entonces u, > u,. Por otra parte, si < 1 ysi
P 2 2 entonces u, > u,.
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Esta derivada es negativa va que, como p, < p, se verificara:

ap; t (1—ajp, < p [51]
Entonces:
Buy. 2 1 1 1
<= =+ —+ ——=1-—<0 52
SB B=1 p: 2p, 2p, 2 152]

va que p, < 1 por hipotesis.

Por tanto, en el intervalo (0,1) para B existira, al menos, un maximo de la fun-
cion de utilidad del trabajador con menor factor productividad-escasez.

Hemos utilizado explicitamente las condiciones de equilibrio del modelo,
incluida la restriccion presupuestaria del Gobierno, con lo que la solucion
existe v es interior como hemos demostrado.

Intentaremos ahora obtener alguna conclusiéon sobre la progresividad 6ptima
del impuesto, para lo que necesitamos resolver [45]. La condicién de primer
orden es la expresion [48] igualada a cero:

Su, _ 1, 2pml)  _a@@pml) (2 (sz D_o s
8 B (Be.r(1-B  (2Bot(1-B)  [2Bput(1-B)
Por su parte, si § es un maximo se verificara:
2 — 132 — —1)2 — 132
Suy __a@pol) L 2=l L 2pml g

8B  (2Bot(1-B)F  [2Bp+(1—B) B [Bp.t(I—B)F

El impuesto 6ptimo dependera, por tanto, de los valores concretos adoptados
por los parametros de productividad y escasez. Analicemos los casos siguien-
tes, a modo de ejemplo:
l.ale; —a= N27pl plﬁl
2. a=0,7 ; Ny=0,35; p,=2
1—a=0,3 ; N,=0,65 ; p,=0,46
3.a=0,7 ; N=0,6 ; p,=1,16
1-a=0,3 ; N,=0,4 ; p,=0,75
En el primer caso, ningun trabajador obtiene ventaja en relacion a su produc-
tividad-escasez, es decir, una mayor productividad es exactamente compen-
sada por una menor escasez y viceversa. En este caso, el impuesto éptimo
es:
a=0 ; B=1
o sea, el impuesto nulo. El 6ptimo social es exactamente el equilibrio compe-

titivo sin impuestos. Este resultado es facil de entender, ya que en este caso las
rentas antes de impuestos son iguales para todos los trabajadores.
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En el segundo caso, los trabajadores de tipo 1 son escasos y a la vez mds pro-
ductivos. La condicién de primer orden se convierte en la siguiente expre-

sion:
0,15 — 0,10 B — 0,53 % + 0,035 B* =0
Resolviendo por el método de Newton se obtiene la solucion:
B =04516;a = 05484 Y

que verifica la condicién de segundo orden.

En el tercer caso, los trabajadores de tipo 1 son mas productivos pero son mas -
numerosos, sin embargo, siguen obteniendo una ventaja neta sobre los traba-
jadores de tipo 2 en el factor productividad-escasez, aunque la diferencia es
menor que en el caso anterior. Ahora, la condicién de primer orden es:

<

0,10 — 0,05 B — 0,16 B2 — 0,02 B* = 0
La solucién 6ptima es ahora:

B = 0,6299; a = 0,3701 y

soluciéon que cumple la condicién de segundo orden.

Segun los casos contemplados, cuanto mayor es la diferencia entre los factores
productividad-escasez, mayor es la progresividad 6ptima. Por el contrario, la
igualdad de ambos p; (i = 1,2) nos lleva al impuesto nulo.

Por otra parte, la progresividad 6ptima no es excesivamente alta, aunque,
como hemos dicho, depende de la ventaja neta en productividad-escasez. De
esta forma, es posible un tipo impositivo marginal elevado, con lo que nues-
tro resultado discreparia respecto a otros trabajos y sus conclusiones sobre
progresividad éptima, en concreto respecto al articulo de Feldstein.

Bajo ciertas condiciones sobre la funcién de Rawls es posible obtener algiin
resultado concreto sobre la progresividad 6ptima, tal como se demuestra en
la siguiente Proposicion.

Proposicion 2. Sila funcién de Rawls es concava en B, entonces la progresividad
optima depende positivamente del factor productividad-escasez del trabaja-
dor mejor tratado.

Demostracion.—En nuestro caso, la funciéon de Rawls viene representada por
la funcién de utilidad de un individuo de tipo 2. si existe una funcién impli-
cita entre By p; en la expresion [53], podemos aplicar el Teorema de la Fun-
cién Implicita para obtener la derivada, ya que u, es concava. Obtendriamos:

0B _ 2a/{2Bp, + (1 ~ B)*
%, A » o)
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donde 4 es la expresién [54] que es estrictamente negativa si ¥, es concava,
por tanto: :

Los resultados sobre progresividad se han basado en una funcién de Rawls,
que, como hemos visto, centra su atencién en el individuo que posee menor
utilidad. Demostramos en la Proposicién 1 que para B comprendido entre
cero y uno, la funcién objetivo presenta un maximo. Seguidamente, mostra-
remos como se comporta la funcién de utilidad del individuo mejor dotado e
intentaremos llegar a una conclusién similar a la establecida en la Proposicion
1, pero referida a una funcion objetivo utilitarista.

Lema 1. Para el individuo con mayor productividad-escasez (p, > 1) se verifi-
ca:

SU,'

9 8B B0
Su;

b) 5 g=10

Demostracion.—Sea p, > 1. La funcién de utilidad de un individuo de t-
po 1 sera:

Ba‘(1—a)™ [Bp: + (1-B)J?
(2Bp, + (1—B)**' [2Bps + (1B

donde hemos utilizado [24] y [26]. Esta funcién es positiva, continua y dife-
renciable para p, >0, 0<p, <1, 0<a <1, B € (0,1). Ademas:

wy=infe, (1—A)] = [56]

S 1 2pm)) @piT])(ef])  (17a)i2pe— ) (57]
5 B Bpt(1-B)  2Bpt(1-B)  2Bp+(1-B)
Para demostrar a) basta evaluar esta derivada en B—>0. Ademas:
Sul 1 2 ap2+! 1~a2p1
8 p=1=1 + 2p, P: 2pip, (58]

pero sabemos que ap,+(1—a)p,>p; si y s6lo si p>p,. Segln esto y operando:

Suy _1
56 8=1"! "5 70 (59]

ya que p; > 1 por hip6tesis. Queda demostrado entonces el apartado b).

Utilizando la proposicién 1 y el lema 1 podemos establecer el siguiente resul-
tado sobre la existencia de solucién para una funcién objetivo Benthamita:
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Proposicion 3. La funcién utilitarista presenta, al menos, un maximo para
B e (0,1).
Demostracion.—Sea p, > 1. Por una parte, la suma de utilidades en § = 0 ten-
dra pendiente infinita, tal como se deduce de las Proposiciones 1y 2. Por
otra parte:

ONw, + Nyuy) du, Ou,

5 B=1 M app-1 M=

ap, + (1 —a)p 3N, 3N,

2p1 pz ’ 2p2 Q‘pl
20, py tap, + (1 —a)p, — B[Ny + Nup)j 160]
2p,py
Esta derivada es negativa si:
a_(l—a) (1—a) a 1—a a .
_— + + (1—a) — — 3N — 38N, —<0 61
A AL A Ty, O 18]

A su vez, [61] sera negativo si se verifica:
94 (1—a) +a (1=a) (N, + N,) — 3[N? (1—a) + N3a]<0 (62]
Operando se obtiene:
a(1—a) <N} —a (N} — N§) = N — a (N, — N) 163]
Como N, = 1 — N, podemos escribir:
a(l=a)<N}{—aN,+a—aN, =a+ Ni— 2aN, — a* <N, (N,—2a) [64]
En términos de p, de nuevo, se deduce que:
=22 — p < 165]
Pi P
Operando y reescribiendo la expresion anterior:
P~ L<p(p—1);1<p, [66]

lo que es cierto por hipotesis. Por tanto, la funcion de bienestar utilitarista
tiene pendiente negativa en B = 1 y, por tanto, presentara, al menos, un
méximo interior al intervalo (0,1).

Bajo nuestros supuestos, existe un 6ptmo interior, es decir, la solucion
optima significa la intervencion del Estado, tanto para la funcion de bienestar
de Rawls como para una funcion utilitarista. Sin embargo, en otras circuns-
tancias, lo optimo puede ser establecer el impuesto nulo. Asi, bajo otros
supuestos, referidos a la tecnologia de produccion y a la elasticidad de sustitu-
cion, es posible que los efectos de equilibrio general, via salarios, contrarres-
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ten totalmente la redistribucion inicial de renta o, incluso, produzcan una
situacion en que las diferencias de renta sean aun mas profundas que las
iniciales.

4. Conclusiones

Las conclusiones alcanzadas dependen fuertemente de nuestros supuestos, de
los cuales, quiza el mas importante sea el relativo a la representacion de la tec-
nologia. Hemos visto como la tuncién de produccion determina la distribu-
cion de la renta de la economia, antes de impuestos. No obstante, dicha
distribucién depende no solo de la tecnologia sino también, v de forma fun-
damental, de las caracteristicas individuales referidas a productividad y esca-
sez. Son estos factores los que determinan todos los resultados de equi-
librio general.

Por otra parte, hemos analizado los casos de dos de las funciones de bienestar
social mas comunes en la literatura: la funcion de Rawls y la funcién utilita-
rista. En ambos casos, y dados nuestros supuestos, hemos podido concluir la
existencia de solucién interior. En este sentido, el impuesto sobre la renta
constituye un vehiculo eficaz para lograr asignaciones preferidas por la socie-
dad, reduciéndose las diferencias iniciales que pudiesen presentarse en cuan-
to a la ventaja neta que un grupo de trabajadores disfruta frente al otro.

Respecto a la progresividad 6ptima del impuesto hemos visto que puede ser
no tan baja como apuntan otros trabajos, al menos para el caso de una fun-
cion de Rawls. En particular, si la funcién de utilidad del individuo peor tra-
tado es coéncava, la progresividad aumenta con el mayor factor productivi-
dad-escasez de la economia.

Nuestros supuestos han permitido resumir las caracteristicas de los trabajado-
res, en cuanto a su productividad y escasez relativas en la economia, en un
solo factor, p;. Este factor, junto con la tecnologia, originan todos los resulta-
dos obtenidos, tal como se observa claramente en este trabajo. En este sen-
tido, podemos decir que otras medidas distintas del impuesto sobre la renta
pueden constituir instrumentos mas eficaces en cuanto al objetivo de una
mejor redistribucion de la renta. Asi, una politica de educacion, por ejemplo,
dirigida a alterar convenientemente el numero relativo de trabajadores de
cada tipo, podria eliminar totalmente la ventaja inicial en productividad-
escasez que un grupo de trabajadores disfruta frente al otro, ventaja que se
traduce en una mayor renta.

Por ultimo, insistimos en que los supuestos particulares que hemos adoptado,
referidos a la representacion tecnologica de la economia, asi como a las fun-
ciones de utilidad, llevan a los resultados alcanzados, que seran igualmente
particulares. Dada la especificidad del modelo considerado, éste puede enten-
derse s6lo como un ejemplo, sin embargo, nuestro objetivo no ha sido ofrecer
conclusiones generales en este tema, sino solamente introducir el problema
de la escasez y poner de manifiesto que el tema de la Imposicién sobre la
renta sigue abierto.
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Abstract

In his seminal paper, M. Feldstein (1973) analysed the problem of optimal linear
income taxation in general equilibrium model, taking two types of labor as different
inputs for the production of one good. F. Allen (1982) generalized the assumptions on
utility and production functions and also on the number of workers of each kind in the
economy. Our paper emphasizes the role of scarcity and differential productivity of
workers in the characterization of optimal taxes in a general equilibrium model.
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